Méthode de la théorie des EDL

14 février 2019

1 Exponentielle de matrices

1.1

Soient X et Y des matrices carrées réelles telles que : Vt € R etXetY =
eYetX . Montrer que XY =YX.

1.2 Groupes & un paramétre, essentiel

gm DL

Soit ¢ un morphisme continu de (R, +) dans (GL,(C), x). Montrer qu'’il M\(J%x g./& /ﬂq ;1/44'13\}&&

existe une matrice A ‘cl'e que, pour tout t € R, ¢(t) = et

2 DSE

2.1 Franchissement de singularités

On envisage 1’équation différentielle : (E): " + (1 — Z%’)y =0.

a) Montrer qu’elle wdmet une solution développable en série entitre sur R,
que l'on calculera (évaluer m—b; - (T-li-lﬁ)

b) Montrer qu'il existe une fonction impaire w, développable en série entitre
sur R, telle que ¢t — ¥ + w(t) soit solution de (E) sur 10, +o0[.

¢) Donner les solutions bornées sur R.

2.2

Soit p une fonction développable en série entitre au voisinage de 0. Montrer
que les solutions de y” = py sont développables en série entiére au voisinage
de 0.
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3 EDLS

3.1
Trouver toutes les applications dérivables f :] — 1, 1[— R telles que pour
tout z €] — 1, 1], f'(x)f(-z) = 5:1?

3.2 e,

f
Soit E le sev de C2([;1],R) telles que f(0) = #(0) = 0. Pour f € E on
pose N(f) = ||f + 2f" + f7||so- Montrer que N est une norme, la comparer

a || lso, (E, N) est-il complet?

3.3

Soit (y1,y2) un systéme fondamental de solutions d'une EDL & données
continues y"+a(t)y’+b(t)y =ur I'intervalle non trivial /. Soit n un nombre
entier > 1. Montrer que la famille 1{y4, p 4+ ¢ = n, est libre.

3.4 -

Soient a > 0 et f € C1([1, +oo[, RT™) telle que lim; f* = a. On considere
u € C3([1, +oo[, R) bornée et solution de I'équation différentielle (E) :
ylf__,%yr_}g,rf =0,

a) Montrer que v/(z) = O(1/z) quand z — +oo (utiliser un facteur intégrant).
b) Montrer que u(z) — 0 quand z — +o00.

4 Systémes

4.1
On envisage le systeme (t — 1)z’ =z —vy, t+ 1)y =z —ty.
En donner une solution évidente, puis déterminer un systéme fondamental de

solutions en cherchant une seconde solution sous la forme A(z, y) + p(z’,v/'),
X et p étant des fonctions de classe C*.

4.2

a) Soit 4 € CO(R*, My(R)), intégrable sur R*. Soit v & valeurs dans
My,1(R), solution de I'équation différentielle u' = A(t)u. Montrer que u
est bornée, puis que u admet une limite en 4-o0.

b) Soit ¢ I'application qui & up € Mp1(R) associe la limite en +oo de la
solution u précédente avec la condition initiale u(0) = up. Montrer que ¢ est
un automorphisme de M,, 1(R) et calculer son déterminant.



5 Calcul variationnel
Soient E l'ensemble des applications f de classe C* de [0,1] dans R telles

que f(0) = f(1) = 0, F I'espace affine des fonctions f de classe C? de [0, 1]
dans R telles que f(0) =0 ct f(1) = 1. On pose, pour f € F':

1
1) = [ 20 + ot
a) Soit g € E. Déterminer la dérivée en 0 de A — I(f + Ag).

b) Montrer que I posséde un min. sur F' et déterminer les points en lequel
il est atteint.

6 Solutions oscillantes et équations d’Euler
&
Soit ¢ : [0, +co[— R continue.

a) On suppose que ¢ est une solution bornée non nulle de 3"+ q(t)y = 0 (E)
qui ne s’annule pas au voisinage de +oco. Montrer que t — tg(t) est intégrable
sur RT.

b) On suppose que la limite inférieure de t — t2q(t) en +oo est strictement
supérieure a %. Soit ¢ une solution de y” + ¢(t)y = 0 (E) montrer que ¢
s’annule une infinité de fois.

¢) On suppose que ¢ — t2q(t) est inférieure & ;11— pour t assez grand ; soit ¢
une solution de y” + ¢(t)y = 0 (E) montrer que ¢ s’annule un nombre fini
de fois.




